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OPCION A
EJERCICIO 1_A
-1
. 2 11
Sean las matrices A = yB=|2 0
(-1 0 1} 2 1

a) (1 punto) Calcule la matriz C = B-A — A“B".
4
b) (2 puntos) Halle la matriz X que verifique A-B-X = [2J

-1

Soluciéon
-1
. 2 -11
Sean las matrices A = yB=|2 0
-1 0 1
21
a)
Calcule la matriz C = B-A — A"B".
1 -1 2 -1 -1 -1 0 -1 4 3
o 2 11 12 -2
C=B-A-AB=|2 0] 101--10-10 L =4 -2 2|-|-1 -2 2
2 1) 1 1) 3 2 -1 (0 2
0 3 -3
=/-3 0 O
3 00

b)
. - 4
Halle la matriz X que verifigue A-B-X = (2}

1 -1
2 -11 6 3
A-B= 12 0= .
-1 01 -3 2

2 1

Dada la matriz A-B, si mediante transformaciones elementales de Gauss podemos pasar de (A-BJl) a (I|D),
la matriz D es la inversa de A-B, es decir D = (A-B)™. También podemos calcularla con la formula

a1
(A-B) —mAdj((A B)").

(-6 3‘1 OjFl-Z-FZNEO -1‘1 -2) {o -1‘1 -2)5-(—1){
3 2|0 1 13 20 1JF+2F) -3 0|2 -3)F-(-1)
(A-BI) = , ’ 2 = (1)

N 0O 1| -1 2 Camblo~ 1 0|-2/13 1

"1 of-2/3 1)F porF, |0 1| -1 2

2/3 1 2 3

= (I|(A-B)Y), luego (A-B)* = = (1/3)-
(II(A-B)7), luego (A-B) (_1 2]()[_36J

Veamoslo por la férmula;

6
|A-B| =

213 1

_ 1 . ty — . 2 3
_—-Adj((A-B))—(ll-S)[ J_£-1 2

, que como vemos sale lo mismo.
|A-B| 3 -6

- o L, 4 1 .
Multiplicamos por la izquierda la expresion A-B-X = ) , por (A-B) ™ quedandonos:

(A-B)*-(A-B)-X = (A-B)™ @] > I-X=(A-B™ (g de donde X = (A-B)™ (g

o s o (3 3§ -n(2)-7)
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3—- — =3 .B) = 6 -3 . i .B)Y = 2 -3 . _1:
o = 12-(9)=-3; (A-B) (3 ZJ' Adj((A-B)) (3 _6j,luego(A B)

-1 2
-2 3
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EJERCICIO 2_A

2 si x<1
Sea la funcién f(x) = § 2 .

— si x2>1

X

a) (1'5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f.
b) (0’5 puntos) Calcule sus asintotas.
c) (1 punto) Determine la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.

Solucion
2 si x<1
Sea la funcién f(x) = § 2 .
— si x21
X

a)
Estudie la continuidad y la derivabilidad de f.

Sabemos que si una funcion es derivable, la funcién es continua. Al revés es falso.
2* es una funcion exponencial, por tanto continua y derivable en R, en particular en x < 1.

2 . . . . )
= es una funcion racional, por tanto continua y derivable en R — {n°® anulan denominador} = R — {0}, en
X

particular en x > 1.
Veamos la continuidad y derivabilidad de fen x = 1.

Si fes continuaen x =1, tendremos f(1) = Iinl[ f(x) = Iinl"n f(x).
f(1) = lim f(x) = lim 2. 2/1=2.
X—1+ x>+ ¥

Iirr117 f(x) = Iinlwi (2" = 2* = 2. Como ambas expresiones son iguales, f es continuaen x = 1. Luego f es

continuaen R.

2 si x<1 2%In(2) si x<1 2%In(2) si x<1
Tenemosf(x) =<2 ,dedonde f(x)=-<0-2.1 . = -2 _

— si x21 > si x>1 — si x>1

X X X

Sabemos que f es derivable en x =1, si f(1+) =f(1-), es decir Iir’rl17 f(x) = Iirrl1 f'(x). Estamos viendo la

continuidad de la derivada (es mas sencillo).
lim f'(x) = Iirrll 2%In(2) = 2%In(2) = 2-In(2).

x—1-

X—1+

lim f(x) = Iinlw —% =-2/(1)* = -2. Como 2-In(2) = -2, Iirrl1 f'(x) = Iinl”n f(X) , luego la funcién f no es derivable en
x-L+ Y X—1- X—1+

x=1.Luegof es derivable en R —{1}.
b)
Calcule sus asintotas.

Sabemos que las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal (A.H.), pero sélo en +w 0 en -, en
nuestro caso soélo en +w. Ademas las funciones racionales tienen una asintota horizontal (A.H.) si coincide
el grado del numerador con el del denominador 6 si el grado del denominador es mayor, que es nuestro
caso, y ademas dicha A.H. es la misma en + «, en nuestro caso sélo en +o.

También sabemos que los numeros que anulan el denominador son asintotas verticales (A.V.) si el limite en
dicho nimero es «, que también es nuestro caso, pero como X = 0 no esta en el dominio x > 1, no nos sirve.

Como lim 2 = 2 =1/(2") = 1/+0 = 0", larectay = 0 es una A.H. en - .

X—>—00

Como lim 2 =2/+0=0", larectay =0 es unaA.H. en + w.

X—>+0 X

Por tanto larecta y = 0 es una asintota horizontal de f en + .

C)

Determine la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 2.
El punto x =2 estd enlarama x> 1, donde f(x) =2/x y f'(x) = 21
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Larectatangenteen x=2 es y—f(2) =f(1)(x — 2)
Luego f(2)=2/2=1 y f(2) =-2/2*=-1/2, por tanto la recta tangente es y — 1 = (-1/2)(x — 2), es decir
y =-x/2 + 2.

EJERCICIO 3_A
Parte |
En un juego se sortea cada dia un premio utilizando papeletas con tres cifras, numeradas del 000 al 999.
a) (0'75 puntos) Calcule la probabilidad de que el nUmero premiado termine en 5.
b) (0’75 puntos) Calcule la probabilidad de que el nimero premiado termine en 55.
¢) (0’5 puntos) Sabiendo que ayer salié premiado un nimero terminado en 5, calcule la probabilidad de que
el nimero premiado hoy también termine en 5.
Solucién
En un juego se sortea cada dia un premio utilizando papeletas con tres cifras, numeradas del 000 al 999.
a)
Calcule la probabilidad de que el numero premiado termine en 5.

Sean “5” y “55” los sucesos “los sucesos “nimeros terminados en 5” y “los sucesos “ndmeros terminados
en 55”.

Como el nimero premiado un dia no depende del numero premiado el dia anterior, por tanto los sucesos
son independientes, es decir p(AnB) = p(A)-p(B).
[0} .
Sabemos que p(A) = N° de casos favor.ables . D(ARB) = p(A)-p(B), p(A/B) = p(A N B) _ p(A)-p(B) - p(A).
N° de casos posibles p(B) p(B)

Casos posibles = 1000

NUmeros terminados en 5.

Entre 000 y 099 hay 10, el 005,015, 025, 035, 045, 055, 065, 075, 085 y 095.

Entre 100 y 199 hay 10, el 105,115, 125, 135, 145, 155, 165, 175, 185y 195.

Siguiendo el mismo razonamiento hay 10 entre 200 y 299, otros 10 entre 300 y 399, otros 10 entre 400 y
499, otros 10 entre 500 y 599, otros 10 entre 600 y 699, otros 10 entre 700 y 799, otros 10 entre 800 y 899
y otros 10 entre 900 y 999. En total hay 10x10 = 100 numeros terminados en “5”.

o i ngn

Me piden p(nimero premiado termine en “5”) = N termlnad,o en’s” _ 100/1000 = 1/10 = 0'1.
Total de numeros

b)

Calcule la probabilidad de que el nUmero premiado termine en 55.

Casos posibles = 1000

Ndmeros terminados en 55.

Entre 000 y 099 hay 1, el 055.

Entre 100 y 199 hay 1, el 155.

Siguiendo el mismo razonamiento hay 1 entre 200 y 299, 1 entre 300 y 399, 1 entre 400 y 499, 1 entre 500 y
599, 1 entre 600 y 699, 1 entre 700y 799, 1 entre 800y 899 y 1 entre 900 y 999. En total hay 1x10 = 10
ndmeros terminados en “55”.

0 H n n
Me piden p(nimero premiado termine en “55”) = N° terminado en "58" _ 10/1000 = 1/100 = 0'01.

Total de nimeros
c)

Sabiendo que ayer salié premiado un nimero terminado en 5, calcule la probabilidad de que el nUmero
premiado hoy también termine en 5.

Como los sucesos son independientes p(nimero premiado hoy también termine en 5/ nUmero premiado
ayer también termine en 5) = p(niumero premiado hoy también termine en 5) =

_ Ne°terminado en "5"
Total de nameros

=100/1000 = 1/10 = 0'1.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

En una poblacién una variable aleatoria sigue una ley Normal de media desconocida y desviacion tipica 2.
a) (1 punto) Observada una muestra de tamafio 400, tomada al azar, se ha obtenido una media muestral
igual a 50. Calcule un intervalo, con el 97% de confianza, para la media de la poblacion.
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b) (1 punto) Con el mismo nivel de confianza, ¢qué tamafio minimo debe tener la muestra para que la
amplitud del intervalo que se obtenga sea, como maximo, 1?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(u, %), y
n
s v o < o
generalmente escribimos X *N(u, —=) 0 X — N(u, —=)
Jn Jn
1
T w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
o

1.C. (u) = (i ~z, ., ~%,i +z, ., 'ﬁj = (a,b)

donde zi.qo Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < zy.q2) =1 - a/2

También sabemos que el error maximo de la estimacionesE = z, -%, para el intervalo de la media.
n
Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2, por tanto el tamafio
n

. Z, ..C
minimo de la muestra es n = (%) )

En una poblacién una variable aleatoria sigue una ley Normal de media desconocida y desviacion tipica 2.
a)

Observada una muestra de tamafio 400, tomada al azar, se ha obtenido una media muestral igual a 50.
Calcule un intervalo, con el 97% de confianza, para la media de la poblacién.

Datos del problema: ¢ = 2, n =400, X =50, nivel de confianza = 97% = 0'97 =1 - a, de donde o = 0’03, con
lo cual a/2 =0'03/2=0015

De p(Z<2zy42) =1-0/2=1-0015 = 0'985. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’985 viene, y corresponde a z;.» = 2'17, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C. () = (i—zl_a,z ~%,¥+Zl_a,2 %j = [50—2'1?%,50 + 2'17-%} = (49'783,50'217)
b)

Con el mismo nivel de confianza, ¢ qué tamafio minimo debe tener la muestra para que la amplitud del
intervalo que se obtenga sea, como maximo, 1?

Datos del problema: ¢ = 2, amplitud = 2E < 1, de donde E < 0’5, ya teniamos que z;.q» = 2'17.

z, ,o) (2172)
Den> ( 1"E2' j =( 05 j = 75’3424, es decir el tamafio minimo es n = 76.

OPCION B

EJERCICIO 1 B
Sea el siguiente sistema de inecuaciones:

2x—-3ys6; x22y-4; x+y<8; x20; y=0.
a) (2 puntos) Dibuje la regidon que definen y calcule sus vértices.
b) (1 punto) Halle los puntos de esa region en los que la funcién F(x,y) = 2x + 3y alcanza los valores
méaximo y minimo y calcule dichos valores.

Solucion

@ y (b)
Funcién Objetivo F(x,y) = 2x + 3y.
Restricciones:
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Que son las desigualdades 2x—-3y<6; x=22y—-4; x+y<8; x20; y=0;y las transformamos en
igualdades, yyasonrectas, 2x—-3y=6; x=2y—-4; x+y=8; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y”, y tenemos
y=2x/3-2; y=x/2+2; y=-x+8, x=0; y=0;

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto en el cual estaran los
bordes del recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones de las rectas de dos en dos.

De x=0 e y=0. Punto de corte es A(0,0).

Dey=0 e y=2x/3-2,tenemos 0 = 2x/3 - 2, es decir 6 = 2x, luego x = 3 y el punto de corte es B(3,0).
Dey=2x/3-2 e y=-x+ 8,tenemos 2x/3-2 =-x+ 8, de donde 2x -6 =-3x + 24, es decir 5x = 30,
luego x =6 ey =2,y el punto de corte es C(6,2).

Dey=-x+8 e y=x/2+ 2, tenemos -x + 8 =x/2 + 2, es decir -2x + 16 = x + 4, luego 12 = 3x, por tanto
x=4 e y =4y el punto de corte es D(4,4).

Dex=0 e y=x/2+2,tenemos y = 2, y el punto de corte es E(0,2).

Vemos que los vértices del recinto son: A(0,0), B(3,0), C(6,2), D(4,4) y E(0,2).
Calculemos los extremos de la funcién F(x,y) = 2x + 3y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(3,0), C(6,2), D(4,4) y E(0,2). En el caso de que coincidan en
dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 2(0) + 3(0) = 0; F(3,0) = 2(3) + 3(0) = 6; F(6,2) = 2(6) + 3(2) = 18;
F(4,4) = 2(4) + 3(4) = 20; F(0,2) = 2(0) +3(2) = 6.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en laregién es 20 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice D(4,4) y el minimo absoluto de la funcién F en
laregion es O (el valor menor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(0,0).

EJERCICIO 2_B

El beneficio, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo t, en afios, viene dado por:
f(t)=-t? + 12t - 31, 4<t<7.

a) (1'5 puntos) Represente la grafica de la funcién f.

b) (1’5 puntos) ¢ Para qué valor de t alcanza la empresa su beneficio maximo y a cuanto asciende? ¢ Para

qué valor de t alcanza su beneficio minimo y cudl es éste?

Solucion

El beneficio, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo t, en afios, viene dado por:
f(t) = -t*+ 12t - 31, 4<t<7.

a)

Represente la grafica de la funcién f.

Para 4<t<7, f(t)=-t*+12t- 31
Su gréfica es trozo de pardbola con las ramas hacia abajo ("), porque el n° que multiplica a t* es negativo
(-), luego es céncava (en Andalucia). La abscisa del vértice es el nimero que anula la 12 derivada f '(t).
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f(t) = -t + 12t - 31, f'(t) = -2t + 12, de f '(t) = 0 tenemos -2t + 12 = 0, luego t = 6 y el vértice es V(6,f(6)) =
=V(6,5), que es un maximo relativo.
Como conocemos el vértice V, f crece () en (4,6) y decrece () en (6,7)

Como estamos en un segmento tenemos que darle los valores de los extremos, es decir:
f(4) = -(4)? + 12(4) - 31 = 1. Punto (4,1)
f(7) = -(7)* + 12(7) - 31 = 10. Punto (7,4)

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:
5.

f(t) = —t* + 12t — 31

b)
¢Para qué valor de t alcanza la empresa su beneficio maximo y a cuanto asciende? ¢Para qué valor de t
alcanza su beneficio minimo y cudl es éste?

Observando la gréafica vemos que el beneficio maximo es de 5 millones de euros, y se alcanzaen t =6, es
decir se alcanza en el afio sexto (se alcanza en el vértice V(6,5)). El beneficio minimo es de 1 millén de
euros, y se alcanza en t = 4, es decir en el cuarto afio.

EJERCICIO 3_B

Parte |

Una bolsa contiene tres cartas: una es roja por las dos caras, otra tiene una cara blanca y otra roja, y la

tercera tiene una cara negra y otra blanca. Se saca una carta al azar y se muestra, también al azar, una de

sus caras.

a) (0'75 puntos) ¢, Cuél es la probabilidad de que la cara mostrada sea roja?

b) (0’75 puntos) ¢ Cuél es la probabilidad de que la cara mostrada sea blanca?

¢) (0’5 puntos) Si la cara mostrada es blanca, ¢ cuéal es la probabilidad de que la otra cara sea roja?
Solucién

Una bolsa contiene tres cartas: una es roja por las dos caras, otra tiene una cara blanca y otra roja, y la

tercera tiene una cara negra y otra blanca. Se saca una carta al azar y se muestra, también al azar, una de

sus caras.

Llamemos C,, C,, C3, R, By N a los sucesos siguientes, “carta 17, “carta 2", " carta 3", “cara mostrada es

roja”. “cara mostrada es blanca” y " cara mostrada es negra ", respectivamente.

Ademas tenemos p(C,) = p(C,) = p(Cs) = 1/3, p(R/Cy) = 1, p(R/C,) = 1/2 = 0’5, p(B/C,) = 0’5, p(B/C3) =05 y
p(N/Cs3) = 0'5.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de ellas que parten de un mismo nodo vale 1).
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a)
¢,Cudl es la probabilidad de que la cara mostrada sea roja?

P(R) = p(C1).p(R/Cy) + p(C2).p(R/C7) = (1/3)(1) + (1/3):(0'5) = 1/2 = 0'S.
b)
¢, Cudl es la probabilidad de que la cara mostrada sea blanca?

p(B) = p(C,).p(BIC,) + p(Ca).p(BICs) = (1/3)-(0'5) + (1/3)-(0'5) = 1/3 = 0"3333.
c)

Si la cara mostrada es blanca, ¢ cuél es la probabilidad de que la otra cara sea roja?

Mirando el diagrama de arbol, lo que piden sélo se da en la carta 2.

(C,nB) p(C,).p(BIC,) _ (13)-(05)

_ b
e G 13

=05.

EJERCICIO 3 B
Parte Il
Sea la poblacion de elementos {22, 24, 26}.
a) (0’5 puntos) Escriba todas las muestras posibles de tamafio 2, escogidas mediante muestreo aleatorio
simple.
b) (0’75 puntos) Calcule la varianza de la poblacion.
¢) (0’75 puntos) Calcule la varianza de las medias muestrales.
Solucion
Sea la poblacién de elementos {22, 24, 26}.
Escriba todas las muestras posibles de tamafio 2, escogidas mediante muestreo aleatorio simple.
Calcule la varianza de la poblacion.
Calcule la varianza de las medias muestrales.

(@), (b) y (o)

Poblacién {22, 24, 26}

Media de la poblaciéon = u = (22 + 24 + 26)/3 = 24.

Varianza de la poblacién = o* = $(elementos - p)%/3 = (1/3)-[(22-24)° + (24-24)* + (26-24)7] =
=(1/3)-(2°+0° + 2% =8/3

Construyamos la distribucion muestral de medias y, para ello, calculamos la media de todas las muestras
posibles con reemplazamiento de tamafio 2 que son 9. Los resultados pueden verse en la tabla siguiente:

MUESTRAS
Elementos P2 |22 |22 |24 P4 R4 6 |26 P26
P2 |24 |26 |22 P4 26 P2 |24 P6

P2 |23 |24 |23 P4 254 |25 P26

Media de la
muestra Xi

La distribucion muestral de medias puede verse en la tabla que sigue.
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2

Xi ] ni. X | Ni-(X)
22 1 22 484
23 2 46 | 1058
24 3 72 | 1728
25 2 50 | 1250
26 1 26 676
> N=9 216 | 5196

La media de la distribucién muestral de medias (media de las medias muestrales) es:

k
240 o6
Py = X = —'ZlN = 5 = 24. (Coincide media poblacional y media muestral)

La varianza de la distribucién muestral de medias es:
n.-(x.)?
zez Z“l% _iz = % - (24)2

muestra, en este caso 2)

gjrubio@hotmail.com

= % =1'3333. (Vemos que oy

2

= &°/n, siendo n el tamafio de la



